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ANALIZA KANONICZNA

1. Wstep

Wygodnym narzedziem siuzacym do badania zaleznoéci miedzy
jedna zmienna zalezng (objadniang) a zespotem p zmiennych nie-
zaleznych (obja$niajacych) jest regresja wielokrotna. Czesto
jednakze interesuje nas zalezno$é bardziej ziozona,a mianowicie
zaleznoéé miedzy zbiorem q zmiennych-objaénianych i zbiorem p
zmiennych obja$niajgcych. Hotelling [10] wprowadzil pojecia zmien-
nych kanonicznych i korelacji kanonicznych, za pomoca ktdérych za-
proponowat badanie zalezno$ci miedzy dwoma wektorami zmiennych.
Koncepcje Hotellinga zostaly rozwinigte w wielu pracach i znalaz-
1y liczne zastosowania. Zmienne kanoniczne i korelacje kanonicz-
ne szeroko omdéwione sa w nastepujacych monografiach z wielowymia-
rowej analizy statystycznej Anderson [1], Rao [18], Kendall,
Stuart [11], Morrison [16], Cooley, Lohnes [4], Tatsuoka [21],
Kshirsagar [13], Harris [8], Bertier, Bouroche [2], Lefebvre [14].

W niniejszej pracy systematyzuje sig dotychczas znane wyniki,

podaje sie metode interpretacji zmiennych kanonicznych a takze
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dokonuje sie pordwnar miedzy koncepcjami wspdéiczynnika redundacji
(Cooley, Lohnes [4], Ray, Lohnes [19], Nowosadzki [17]) i zXozone-
go wspéiczynnika korelacji (Glahn [6],[7], Mejza [15]). Teoria

zilustrowana jest przykladem dotyczgcym badar w geografii ekono-

micznej.

2. Zmienne kanoniczne i korelacje kanoniczne

Niech x = (x1,x2,...,xp)' i(y = y1,y2,...,yq)' beda wekto-
rami kolumnowymi p i gq 2zmiennych losowych.
Niech macierz kowariancji tych p + g zmiennych losowych bedzie

macierza postaci
‘ £ . lp
(1) Kowar {%} = [ & P
’
Eovi Sa2i8
P q

gdzie 251 = 212. Zaktada sie, ze macierz (1) jest macierzag do-
datnio okredlong. Niech rzad Egp =8 < min(p,q).

Rozpatramy funkcje liniowg zmiennych x postaci

o R ey, e b IS T

= ’ =
u 1'% 1 1 2%9 p*p

1x

oraz funkcje liniowg zmiennych y postaci

- v -
v=m'y = my, ¥+ my, +...+ ny¥q °

Wspéiczynniki 1 = (11,12,...,lp)' 1% W =(m1,m2,...,mq)’ wyste-
pujace w tych funkcjach chcemy wyznaczyé tak, by korelacja mig-
dzy zmiennych u i v by%a maksymalna.

Wyliczmy wspéiczynnik korelacji miedzy tymi zmiennymi.

Mamy



Analiza kanoniczna 3

(2) War u = War(l’x) = E[1'x - E(l'x)]2 =
= 1'[E(x - Ex)(x - Ex)']1 = 1’ L4y 1,
(3) War v = War(m'y) = E[m'y - E(m’y)]2 =
=m'[E(y - Ey)(y - Ey)'Ilm =m’ £,5, m,
(4) Kowar(u,v) = Kowar(l’x, m'y) =
= E{[1'x - E(1'x)][m’y - E(m’y)]}=
= 1’E[(x - Ex)(y - Ey)'Im = 1’ Lyp My
Yo Lo m
(5) Kor(u,v) = Kor(l’x,m'y) = 5

Ve, D' gy, m)

Poniewaz wspéiczynnik korelacji miedzy zmienng réznigca sie od
zmiennej 1l’x tylko stalym mnoznikiem i zmienng réznigca sie od
zmiennej m'y tylko stalym mnoznikiem jest réwny wspéiczynniko-
wi korelacji miedzy zmiennymi 1’x i m'y, to wektory 1 i m
mozemy normowaé w dowolny sposdb.

Stad, dla wygody obliczed, wektory 1 i m dobierzemy tak, by

(6) War(l’x) = 1" z,, 1 =1,

11

(7) War(m'y) m’ 222 m=1.

Wtedy wspéiczynnik korelacji migdzy zmiennymi u i v jest réwny

(8) Kor(l’x, m'y) = 1’ Lyp M.
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Zadanie nasze polega na zmaksymalizowaniu wyrazenia (8) przy do-
datkowych warunkach (6) i (7). Funkcja, ktéra ma byé zmaksymali-
zowana ma postad

(9) Fllm)=1' £, m=(a/2)(1' £ 1-1)=(u/2){m's,, m-1),

| i

gdzie A/2 i u/2 sa mnoznikami Lagrange’a (staia 1/2 przyjeto
dla wygody obliczen).
Zrézniczkujmy funkcje F(1l,m) wzgledem sktadowych wektordw 1 i m.

Przyrdéwnujac pochodne czgstkowe do zera otrzymujemy

(10) g—§'=z12m-.\£“1=o,
. 3F _ o, = i
(11 m-2121 ui,, m =0 .

Mnozac wyrazenie (10) lewostronnie przez 1’ , a wyrazenie (44)

lewostronnie przez m’ otrzymujemy

(12) L' & ey O

(331 m’ T

Poniewaz 1’ ¢

Zatem wyrazenia (10) i (11) mozna napisaé w postaci

{ - =
(14) 9211 1 +¢% m o,

12
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(15) Eyy L - pZy,,m=0,

5 ’ -
poniewaz 212 = 221 .

Z réwnania (15) mozna wyrazié zmienng m za pomoca zmiennej 1

nastepujaco:

R
(16) m=p  L,,I, 1, dla p#0.

Wstawmy wyrazenie (416) do réwnania (14). Mamy

-1

{17) -p Z i +'p l=0.

-1
L42 Da3'Ea

Mnozac réwnanie (17) lewostronnie przez Py

otrzymujemy

-1 -1 2 &
(18) ( L4q 52 By Iy =" I)1=0.
Z réwnania (14) mozna wyrazié zmienng 1  za pomoca zmiennej m

nastepujgco:

(19) B = A

44 T4 M dla p #0 .

Wstawny wyrazenie (419) do rdéwnania (15). Mamy

-1 -1 'y
(20) p Zyq Iyq Zyp M = PpEy, m =0 .

Mnozac réwnanie (20) lewostronnie przez pz;; otrzymujemy

-1 -1 2 1
(21) (£33 54 Eqq Bqp - P " I)m=0.
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o

Aby istnialy nietrywialne rozwigzania réwnand (18) i (21) (jest
to niezbedne po to, by rozwigzania te speinialy warunki (6) i.

(7)) , macierze wystepujace w tych réwnaniach winny byé osobliwe,

3.
-1 -1 P s
) |Z49 T4z Epp By = P" I| =0,
4 -1 B 1
(23) |25 254 44 240 = p° I| =0

Réwnanie (22) ma p pierwiastkdéw, natomiast féwnanie (23) ma ¢q
pierwiastkdéw. Niezerowe pierwiastki (22) i (23) sg jednakowe tak,
ze mozrna oznaczyé je jednakowymi symbolami. Liczba niezerowych
pierwiastkéw tych rdéwnard jest réwna rzedowi macierzy Zyo -
Wektory charakterystyczne, odpowiadajace pierwiastkom rdéwnan
(22) i (23) wyznaczamy z rdéwnad (418) i (21), przy czym miedzy
tymi wektorami zachodzg zwigzki (46) i (19).

2

Niech pfzpz Deee> p;

tomiast 11'12""'lp odpowiadajgcymi im wektorami charakterys-

beda pierwiastkami rdéwnania (22), na-

tycznymi. Niech pf Zpﬁ s w92 p;

(23), natomiast m,l,mz,...,mq odpowiadajqcymi im wektorami

beda pierwiastkami rdéwnania

charakterystycznymi. WprowadZmy nastepujace oznaczenia:

gl 133

(24) L

(25) M

[nﬁlmzl...[mq] ‘

Niezerowe wartosci PgrPorecesPg bedgce dodatnimi pierwiastkami
kwadratowymi z pf,pg,...,pz nazywane s korelacjami kanonicz-
nymi. Zmienne u.= L'X nazywane sg zmiennymi kanonicznymi
przestrzeni x-6w, natomiast zmienne v = M’y nazywane sg

zmiennymi kanonicznymi przestrzeni y-éw.
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"

3. Wiasnogci zmiennych kanonicznych

I. Niech
[ By R B E
e p v (o} 02 St 9 0
pxq - . .00 - SX(q-S)
(0} By 4.0 ps
o) 0
i (p-s)xs (p—s)x(q-s)J

Prawdziwe jest nastepujjce twierdzenie (Kshirsagar [13.).
TWIERDZENIE. Macierz kowariancji zmiennych kanonicznych u

oraz v ma postaé

, R T |L' I, M I I P
(27) Kowar 3 = 14 12 = P
’ ’
M 221 L IM 222 M

P'l Iq

Z (27) zauwazmy, ze wariancje wszystkich zmiennych u; oraz v,
s3 réwne 1, stad kowariancje sg rdéwne korelacjom. Zz (27) znajdu-

jemy réwniez, ze

pys Jezell i =3,
(28) Kor(ui,v.) =
J 0, jezeli i # 3 .

Réwniez z (27) zeuwazmy, ze

(29) Kor(ui,uj) =0, Kor(vi,vj) =0, jezeli i# j.
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Innymi stowy, pierwsza zmienna kanoniczna przestrzeni x-éw jest
skorelowana jedynie z pierwsza zmienng kanoniczng przestrzeni
y-6éw, druga z druga itd. Korelacje te sj odpowiednio rdéwne

01:02:---apso

II. WprowadZmy nastepujace oznaczenia:

(30) By = diag(Vv War x1,v war xz,...,V war xp) %

(31) 4, = diag(v War Yy+V War y,,...,V War yq) .
3 L _ =1

(32) D = [Kor(xi,uj)]— Ryy 844 L=28, Z,, L,

PXp
gdzie R11 jest macierzg korelacji zmiennych x, speiniajaca
wiec zwigzek

_ 1 -1
(33) Ryy ='A; Egghedy. oy

natomiast diag(a1,...,ap) jest macierza o elementach diagonal-
nych réwnych a1,...,ap a pozadiagonalnych rdéwnych zero.

Elementy macierzy D, mozna zapisaé nastepujgco:

lkj Kor(xi,xk)VWar Xy o

) () et
{34) dij = Kor(xi,uj) = 5

gdzie lkj jest k-ta skladowa wektora lj(i=1,2,...,p,

j=1,2,...,p). Mamy réwniez

(35) D, = [Kor(yi,vj)J = Ryy 8, M = 4, Ly2 M,

qxq
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gdzie R22 jest macierza korelacji zmiennych y, spetniajgcy wiec

zwigzek

1 1

(36) R Lyp 85

g3 *. 2y
Elementy macierzy -D2 mozna zapisaé nastepujaco:
ij

2 q R
(37) dg S Kor(yi,vj) = kiﬁ mkj Kor(yi,yk) vWar Y o+

gdzie mkj jest k-tg skladowa wektora mj (=402 e ey

3=1,2,...,9). Ponadto zachodza nastepujace zaleznosdci:

(38) zZ, = [Kor(xi,vj)] =08, I, M,
pPxs
_ _ .=
(39) 3, = [Kor(yi,uj)] =4, Ey L.,
gxs

gdzie Ls oraz Ms 'sa macierzami L oraz M obcietymi do s
pierwszych kolumn.
Elementy macierzy Z, mozna zapisaé nastepujaco:

q . w
(40) zﬁg) = Kor(xi,vj) = k21 mkj Kor(xi,yk) VWar Yy o+

dla 1=1,2,...,0, 3 =1,2,.2.,8 .

Elementy macierzy Z2 mozna zapisaé nastepujaco:

1kj Kor(yi,xk) VW Xy o+

Il ™Mo

(41) 2$2) < kor(y,,uy) =
1? | Bl k=1

Glay TE=1,2,.,d, & J=452,00u5;8.



10 M.Krzy$ko, W.Ratajczak

alM, af2z (M,

odpowiednio (i=1,2,...,s).

Oznaczmy przez i-te kolumny macierzy D1,D2,

Ay ey
Z réwnania (19) mamy

lub = 1 lub

12 & = Pg 44 14

(42) ' 1, d¥a - 1=1,2;,: ... /8,

il

To ostatnie rdéwnanie, dzigki zwigzkom (32) i (38), mozna zapisaé

nastepujaco:

(43) z{11 Y dla  4%1,2,...,8 &

Z réwnania (16) mamy

-1 £ -
L2 Epp 13 =pymylub £, 1; =p; E,pmy lub

-1 = -1 E.
(44) A2 221 li =0y A, 222 m, o, dla Aw 52 5 oo s iy
To ostatnie rdéwnanie, dzigki zwigzkom (35) i (39), mozna zapisaé

nastepujaco:

(45) zﬁz) =p, d (2) ydla 4m1,2, .44 (8

N

Ze zwiazkdw (43) i (45) wynikaja nastepujace zaleznodci:

(46) Kor(xi,vj) =0y Kor(xi,uj), dig-1=0,2, . b
j=1,2,...,s

oraz
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(47) Kor(yi,uj) =p Kor(yi,vj), dla i=1,2,...,q9,

3

HE5Yn D e o Bis
X X X
III. Niech x"* = ( e B 5 3 e g iR Tk
VWar x vWar x vwar x
1 2 P
X Y :
> & Y*= ( : ’ 2 l"'l__g_)’
VWar ¥4 VWar ¥, vWar yq

beda wektorami kolumnowymi p i g zmiennych losowych unormowa-
nych. Macierz kowariancji tych p+q zmiennych losowych unormo-

wanych bedzie macierzg postaci

(48) Kowar _xT -

’ -
gdzie R21 = R12.

Macierz (48) jest zarazem macierzg korelacji p+q zmiennych X

i y. Prawdziwe sy nastepujace zwigzki:

z = 4

11 A

1 Ryq Byt Byp ™ 4¢ Ryg B30

(49)

Eog' ™ 8y Ry Aqel Bpo ™ A5 Roq 18y -

Korzystajac z powyzszych zwigzkéw rdéwnania (22) i (23) mozna za-

pisaé nastepujaco:

= 2
la31+1Ry, R Ryq = 07 Ryql = 18] =0,
(3% -1 2
1851+ 1Ryq Ryq Ryg = 07 Rypl ¢ [8,] =0 .
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Ze wzgledu na nieosobliwo$é macierzy s, oraz s, réwnania (50)

mozna zapisaé nastepujaco:

-1 2 =
| Ryp Ryy Ryy = 0" Ryy | =0,
(51)
-1 TR i)
| BRyy Ryg Ry = 0" Ry | =0

Stad dostajemy nastepujacy wniosek.

WNIOSEK 1. Korelacje kanoniczne zmiennych x,y oraz zmiennych
unormowanych x*,y* sg identyczne.

Korzystajac ze zwiazkéw (49), réwnania (18) oraz (21) zapisaé

mozna nastepujaco:

| 2 * _
(Ryg Ry Byq =P Ryy) 17 =0,
(52)
(Ry, R;: B~ 0% Ry) m* = 0, gdzie
(53) 1* = 8, &y n* = A, m.

Oznaczajac przez u* 1 v* zmienne kanoniczne odpowiadajgce
< * * .
zmiennych unormowanym x i y otrzymujemy

*

* 1)’ x° = 1'% = u,

ah iz (a

o
]

1
(54)

v = (m")’ y (A2 m) ’ y* =m'y = v.
Stad prawdziwy jest nastepujacy wniosek.
WNIOSEK 2. Zmienne kanoniczne odpowiadajace zmiennym x,y

* *
oraz zmiennym unormowanym X ,y s3 identyczne.
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IV. Zachodza nastgpujace zwigzki:

(A =1 =i T, =
01 D1 = (A1 211L)(A1 11 L)' =

=

’ =1 =1 -1
A1 211 EALC (B

11 % T 84 I4q 84 =Ry

oraz

1

& o a =i ¥ L3
D,D) = (A2 Ly M)(A2 Ly M)’ =

1

L ; -1 -1 -1
=N Ty MWL =

22 g
Z powyzszych zwigzkdéw mamy

(55)

I Mo

2 4d 2
Kor (xi,u-) =1, L Kor (yk,vj) =1,

j=1 J j=1

L el S b S oy =1 5. 2.

Zwigzki (55) mozna rdéwniez zapisaé nastepujaco:

(56) War x; =

[ hye}
Il 0M.Q

2
Kowar (xi,uj), War y, =

Kowarz(yk,v-),
1 j J

J 1

dlai, i=1},....p; k=140¢609g.

Wzory (55) oraz (56) stanowig podstawe do interpretacji zmien-
nych kanonicznych. Ze wzordw tych jest widoczne, zZe poszczegdblne
zmienne kanoniczne w rdéznym stopniu wyjagniajg wariancje zmien-
nych pierwotnych. Miara tego wyjasnienia jest kwadrat kowarian-

cji miedzy zmienna kanoniczng i zmienna pierwotng.
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4. Zmienne kanoniczne i korelacje kanoniczne z prdéby

: = (1) 4 (2)
Niech W, & [wki ] oraz Wt [wkj ]

i=1,2,...,p, 3j=1,2,...,9, beda macierzami obserwacji odpowied-

, gdzie k=1,2,...,N,

nio zmiennych x1,x2,.._.,xp oraz y1,y2,...,y

WprowadZmy nastepujace oznaczenia:

q

¥ o emyas=1( 1)
{3 - N L P
S (Z) N = (2))
(58) Yk4 = “kj Wy -
gdzie
N N
=1} 1 (1) =(2) 1 (2)
(59) 4 == L W W = L W,
i sl R o R Wigky Mgt

dla i=1,2,...,p; 3=1,2,¢..,9, k=1,2,...,N.

Oznaczmy ponadto przez X i Y macierze, ktérych elementami sa

odpowiednio X,y oraz ij .

Wtedy nieobcigzonymi ocenami z prdéby macierzy 1.5

B ladfa
sg odpowiednio macierze S11, 512 i 522 zdefiniowane nastepuja-

CO:
(60) S = _l_ X'xX
11 = F=1 ’
1
= ’ = em—
11} S12 = 831 = {7 X'Y .
1 '
(62) B M Tenlbie! Sy ' 4

22 N-1
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Oznaczmy przez ri (i=1,2,...,s=min(p,q))1) korelacje kanonicz-
ne z préby, przez R macierz typu pxq, ktérej s pierwszych

elementdw diagonalnych jest > ry> ...>r , a pozostate ele-

s
menty sg zerami natomiast przez Rs macierz R obcietg do s
pierwszych kolumn i s pierwszych wierszy. Oznaczmy przez

ﬁi = 1i’x oraz Gj = ﬁﬁy zmienne kanoniczne z prdéby
(i=1,2,...,p, 3=1,2,...,q) - Niech ponadto £=[i1|i2|...|ip],

~ A A A A A A
M=[m1|m2|...|mq], natomiast L, oraz M, beda macierzami L
oraz M obcigtymi do s pierwszych kolumn. Korelacje kanonicz-
ne z préby i zmienne kanoniczne z préby wyznaczane sa z nastepu-

jacych rdéwnar:

dla s=p mamy

-1 -1 2 -
(63) Is11 Sq5 Sp3 Spq —r° Il =0,
(64) [, s BB~ ra .« 0, ‘1w1,2
P e i i ' ey x s oD b

dla s = g mamy

(65) |S35 859 877 84 - I| =0,
(66) (532 5,, S71 8., - 2 Dm, = 0, 3=1,2 q
222 T BAE N T2 3 3 ’ 12700 o
5. Prognozowanie
Niech x1,x2,...,xp beda zmiennymi obja$niajgacymi, natomiast
y1,y2,...,yq zmiennymi obja$nianymi.

1) 2 prawdopodobieristwem 1 zachodzi bowiem nastepujgca réwnoéé:

rzad s12 = min(p,q)= s.
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Zmienne objagniane mozna prognozowaé (w sensie metody najmniej-
szych kwadratdw) za pomoca zmiennych kanonicznych przestrzeni

zmiennych objas$niajacych. Przyjmujemy nastepujgcy model liniowy.

(67) E(Y) = (X 1) 2
Nxq NXp pxXp PxXq

gdzie macierze X, Y oraz L zdefiniowane sa w punkcie czwar-

tym tej pracy, CH jest macierza paramenrdéw, ktdére majg byé es-
tymowane. Zaktadamy, ze wiersze macierzy Y maja niezalezne g-

wymiarowe rozklady normalne z macierzag kowariancji 222, i ze

macierz XL jest rzedu p. Uklad rdéwnar normalnych ma postaé
(68) (xt) r(xty =, = (xi)'y.

1

Mnozac powyzszy uklad przez (N-1)-1 i korzystajac z zaleznosgci

(60) oraz (61) otrzymujemy

(69) (L's

A
(70) LS

Stad
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(71) g, =R NS

i ostatecznie rdéwnanie prognozy ma postaé
A A A

(72) Y =XLRM'S

Rozpatrzmy teraz prognoze zmiennych zaleznych y1,y2,...,yq
za pomoca tylko s pierwszych zmiennych kanonicznych przestrze-
ni x-6w odpowiadajgcych niezerowyn pierwiastkom rdéwnania (63).

Przyjmujemy nastepujacy model liniowy:

(73) E(Y) = (x L) s,
Nxq Nxp pxg sxq

gdzie wiersze macierzy Y maja niezalezne g-wymiarowe rozktady
normalne z macierza kowariancji Lypr macierz X is jest rzedu s.

Uktad réwnard normalnych ma postaéd
(74) (x L)’ (x1)) =, = (x1I_)ry.

Mnozac powyzszy ukiad przez (N—1)_1 i korzystajgc z zaleznoédci

(60) oraz (61) otrzymujemy

(75) (L; S

>

A
= ’ —
22 s s 8 12 Ms S
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Prosta konsekwencja wzordéw (16) i (19) sa zaleznosci

g oagey

G S A &
(77) t =s7ls..M R', M = Mg Ty

g =522 8

A
=

Stad estymator 2 macierzy nieznanych parametrdéw 52 , uzyska-

ny metoda najmniejszych kwadratéw, ma postaé
A A
(78) Eai= 1

Druga réwno$é wynika z zaleznosci (77).

Zatem réwnanie prognozy zapisaé mozna nastepujaco:
~ A A
(79) Y=XL_R_M

Poréwnujac prognozy (72) i (79) oraz korzystajac z faktu, ze
LRM = is Rs ﬁ; mozemy stwierdzié, zZe prognoza zmiennych za-
leznych y1,y2,...,yq za pomoca wszystkich zmiennych kanonicz-
nych przestrzeni x-6éw 'jest réwna prognozie tychze zmiennych za
pomoca tylko s zmiennych kanonicznych przestrzeni x-déw odpo-
wiadajacych niezerowym pierwiastkom rdéwnania (63). Tym samym
zmienne kanoniczne odpowiadajgce pierwiastkom zerowym nie wnosza
zadnej informacji w procesie prognozowania. Stad w dalszym ciagu

mozemy ograniczyé sie do réwnania prognozy danego wzorem (79).

6. Zlozony wspdigzynnik determinacji, wspdiczynnik redundacji

WprowadZmy nastepujace ozZnaczenie:

(80) Bay~ 2
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Zachodzi nastegpujgca réwnosdé:
(81) Y'Yy = (¥ + E)" (¥ + E)

Mnozac te rdéwno$é przez (N—1)-1 oraz korzystajac z faktdw, ze

1

(N=1)" ' Y'Y = 8§ oraz E'Y¥ = ¥'E =0 otrzymujemy

22

(82) s =8

(83) S =S

Zauwazmy, ze i-ty element diagonalny macierzy S, jest rdéwny

wariancji catkowitej zmiennej Yy natomiast i-ty element diago-

2

A . .
N M; S,, Jest réwny tej czesci

nalny macierzy V = 522 ﬁs R
wariancji zmiennej Yir ktéra jest wyjasniona przez prognoze za
pomoca zmiennych kanonicznych 31'62""'65 przestrzeni x-éw,
dla i=1,2,...,q9 . Dzielac i-ty element diagonalny macierzy V
pPrzez i-ty element diagonalny macierzy 522 otrzymujemy frakcje

wariancji zmiennej Yy wyjasniong przez prognozg, dla

i=1,2,...,q9. Frakcje te sa réwne elementom diagonalnym macierzy
_ o1 g 2 A, -1
(84) Q=B 522 MSRS Ms 822 B ’

gdzie B jest macierzg, ktdérej elementami diagonalnymi sg pier-
wiastki kwadratowe z elementéw diagonalnych macierzy 522, a
elementami pozadiagonalnymi sg zera.

Macierz Q jest niezmiennicza wzgledem liniowych przeksztalcen

skali zmiennych objadnianych i objas$niajgcych.
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Suma tych czes$ci wariancji zmiennych y1,y2,...,yq, ktdére sag
wyjasnione przez prognoze, jest réwna sumie elementdéw diagonal-

nych macierzy V, czyli jest rdéwna

(85) tr(SZZM R e 22) .

Stosunek sumy wariancji wyjasnionych zmiennych y1,y2,...,yq do

sumy wariancji calkowitej tych zmiennych jest réwny

tr(s,, M_ R® M’ s..)
(86) Ri . " 22 788 "8 n22 J
Y 822
Wspdiczynnik Ry x hazwiemy (za Glahnem [6],[7]) zozonym wspdi-

czynnikiem korelacji, natomiast R;.x z¥ozonym wspdéiczynnikiem
determinacji.

ZYozony wspdiczynnik determinacji jest ‘uogélnieniem wspdiczynni-
ka determinacji stosowanego w regresji wielokrotnej i dla g=1
pokrywa sig z tym wspdéiczynnikiem.

Przedstawmy macierz Rg w nastgpujacej postaci:

rf (0 P w2 (2 TR o e 0 2 O i
2 (o} O Gle e O (0] rg 2% o D) DL e O
(87) RS = + oot =
. . mae s . . ooe e . s pestele 1)
(0] (6 J88 LT 0] (&) 0 i S0 D) O eeve ML
i 2 2
= C1 o C2 e L Cs .

Korzystajac z wlasno$ci, ze $lad sumy macierzy jest rdéwny sumie
$ladéw poszczegdlnych macierzy, mozemy zapisaé nastepujacg réw-

nogé:
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A A
(88) tr(822 Ms R_ M .,

Stad zozony wspéiczynnik determinacji zapisaé mozna nastgpujaco:

tx Ai
tr S by

-]
(89) R = £
= a2

¥-X 3=

Element diagonalny a..

3 macierzy Ai mozna zapisaé nastegpujaco:

~

SR 2
(90) aJJ [Kor(ui,vi) 2 m s Kowar(yj,yk)] p

dla i=1,...,8, J=1,...,9.

Mamy

II M

q e hie o B
ﬁki Kowar(yj,yk)=k£1 ﬁki Kor (y,yy) vWar yj-War y,

= VWar y

II M

A
ﬁki Kor(yj,yk) VWar y, = VWar Y5 Kor(yj,vi) ’
dla; 1=1,2,00.9r8) 3=1,2¢000eQ E

Ostatnia réwnos$é wynika ze wzoru (37).
Zatem j-ty element diagonalny macierzy A, zapisaé mozna naste-

pujaco:
(91) ajj = ri War yj Korz(yj,Gi) '

alat 1=V, 2, .5, ;8% 1=Vrysessd s

Stad
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(92) r2 War y, Kor’(y,,%,), dla i=1,2,...,s.

o
Lo
b
[}

I .9

k=1

Zatem zXozony wspdiczynnik determinacji zapisaé mozna nastepu-

jaco:
q
- z ri War Yy Korz(yk,ei)
TTC VPR S .
Yy.x i=1 : q
L War Yy
k=1

Poszczegdlne sktadniki tej sumy mozna interpretowaé nastepujaco:
i-ty skiadnik jest frakcja sumy wariancji wyjagnionych przez
prognoze za pomoca i-tej zmiennej kanonicznej zmiennych
Y1:Y2:---qu .

Gdy War Yy =1, dla k=1,2,...,q9, to i-ty sktadnik wyraze-

nia (93) jest réwny

(94) 1 g r2 Kowarz( 3 )
S | YgeVy? o
gdzie Kowar(yk,si), dla k=1,2,...,q9, i=1,2,...,s, dana jest
wzorem .
95 v .8
(95) Kowar(yk,vi) = j£1 mji Kowar(yj,yk) -

Wyrazenie (94) jest réwne wspéiczynnikowi redundacji zmiennej
Oi rozwazanemu przez Cooley’a i Lohnesa [4], Ray’a i Lohnesa
[19] oraz Nowosadzkiego [17].

Réwniez przy zalozeniu, ze War oy 1, dla k=1,2,...,q, mamy
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2 b s iee 2
(96) R == F Tanth Kowar v, .¥.)
Y.X 9 =1 k=1 i kv i
gdzie Kowar (yk,Gi) dla k=1,2,...,9, i=1,2,...,8 .dana jest

wzorem (95).

2
Wspéiczynnik Ry.x

redundacji calkowitej rozwazanemu przez Cooley’a i Lohnesa (4],

dany wzorem (96) jest réwny wspéiczynnikowi

Ray’a i Lohnesa [19] oraz Nowosadzkiego [17].

Wypada wiec stwierdzié, ze rézni autorzy, uzywajac odmiennego
zapisu i swoistej terminologii, dyskutujg o tej samej wielkosci.

WeZmy pod uwage macierz Ai’ dla i=1,2,...,s. Element diago-
nalny ajj tej macierzy jest réwny wariancji wyjadnionej przez
i-ta zmienng kanoniczng zmiennej yj, dia ~3=1,2,. . ,9,
i=1,2,...,s. Natomiast $lad tej macierzy jest sumg wariancji
wyjasnionych przez i-ta zmienng kanoniczng zmiennych
y1,y2,...,yq, dla i=1,2,...,s. Jeéli macierz Q dang wzorem
(84) zapiszemy w postaci sumy s macierzy Q1'°2""'Qs (ko-
rzystajac z (87)), to i-ty element diagonalny, j-tej macierzy
jest frakcja wariancji wyjasnionej, przez j-tg zmienng kanoniczng
zmiennej Yyir alay ¢ d=ln 2, Ahaav J=1 ,205500 .8 5%

Zauwazmy, ze dzigki wzorowi (91) j-ty element diagonalny
macierzy V mozna zapisaé nastepujaco:

s

(97) vyy T Waryy E x{ xorz(yj,ei), P T T

Element ten jest czescia wariancji wyjadnionej przez regresje
za pomocg s zmiennych kanonicznych zmiennej yj. Biorgc iloraz
elementu vjj_oraz wariancji War y:.| otrzymamy frakcje wariancji
wyjasnionej przez regresje za pomoca s zmiennych kanonicznych

zmiennej yj
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War y. L ri Korz(y.,si)
(98) R & : E. 3 i=1 J )
yj ) e war yj
s
" 2 2 A
= 121 ry Kor (yj,vi),

dla j=1,2,...,q.

Frakcje te nosza nazwe wspéiczynnikéw determinacji w regresji
wielokrotnej i sa réwne elementom diagonalnym macierzy Q danej

wzorem (84). Korzystajac ze wzoru (98), ztozony wspéiczynnik de-

terminacji R;-x mozna zapisaé nastepujaco:

q - 2

L ar y. R

o s T AERXE RS
(99) R; L = = s 2

: L
ar y
k=1 k

Z¥ozony wspdéiczynnik determinacji jest niezmienniczy wzgledem
liniowej transformacji skali zmiennych objasniajgcych lecz nie
jest niezmienniczy wzgledem liniowej transformacji skali zmien-

nych obja$nianych. Ta sama uwaga odnosi sie do macierzy V.

7.. Testowanie hipotez zwigzanych z korelacjami kanonicznymi

W celu weryfikacji istotno$ci pierwiastkdéw réwnania (63) po-
stuzymy sie testem maksymalnego pierwiastka Roy’a (patrz Roy
[20], Krishnaiah i Waikar [12]). Zatozymy, ze wektory losowe x
i y maja taczny rozktad normalny z macierza kowariancji dang

wzorem (1). Niech pfngz...zp: beda pierwiastkami macierzy
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=1 = 2 2
211 212 Zy2 Ioqr natomiast T2 Ty 2.2 1

<1 =1 v )
cierzy S11 512 $55 S5q¢ gdzie E(Sij) =z,. (i,3=1,2). WeZmy

2

- pierwiastkami ma-

b
s
pod uwage hipotezy H.: p% = 0, H: p2 = ... = p2 =0 (H= n H.)
- 1 s j=1 I
2 m
przeciwko hipotezom alternatywnym Kj: pj >0, K= U Kj, dla
J=4

S A 7 2ipsianny Bis
Hipotezy H1,...,HS,H mozemy weryfikowaé jednoczeénie przeciw-
ko hipotezom alternatywnym K1,...,KS,K nastepujaco: ,

przyjmujemy Hi wtedy i tylko wtedy, gdy ri <C

odrzucamy Hi wtedy i tylko wtedy, gdy ri >C s

gdzie

(100) Plr? <c_, i=1,2 s|H] = P[r2__ <c |H] =1 - a
e’ SEiiCa L max — a .

Hipoteée ogélng H przyjmujemy wtedy i tylko wtedy, gdy przyije-
te sg wszystkie indywidualne hipotezy Hi' dla £=%,2,¢.498s
Wartosci krytyczne - mozna odczytaé np. z tablicy A5 zamiesz-
czonej w monografii Harrisa [8]. Tam tez znajduje sie szersza
dyskusja zwiazana z réznymi testami istotnoéci korelacji kano-

nicznych.

8. Przykiad

W niniejszym przykiadzie rozpatruje sie przy pomocy analizy
kanonicznej wspdizalezno$é pomiedzy urbanizacjg i uprzemyslowie-
niem w ukiadzie gmin wojewddztwa poznaliskiego (podziatr adminis-
tracyjny sprzed 1974r.) oraz dokonuje sie delimitacji obszardéw
zurbanizowanych tegoz wojewdédztwa przy pomocy dwéch pierwszych
zmiennych kanonicznych. Dane do tej analizy zostaly udostepnio-

ne przez dra H.Rogackiego z Zaktadu Geografii Ekonomicznej UAM.
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Poniewaz w analizie kanoniczrej, podobnie jak w analizie sklado-
wych gidéwnych, nie rozstrzygnieto jak dotad problemu normowania
lub nie normowania zmiennych wyj$ciowych, dlatego w tym przypad-
ku dokonano podwéjnych obliczeri. Raz dla zmiennych nieunormowa-
nych oraz powtdrnie dla zmiennych unormowanych i pordéwnano otrzy-
mane wyniki. Ponadto w celu pokazania dalszych mozliwoéci, ktdére
mogg zwigkszyé przydatno$é tej metody w badaniach empirycznych,

w odniesieniu do zbioru zmiennych niezaleznych x zastosowano
wielomian stopnia drugiego i przeprowadzono ponownie analize ka-
noniczng. W regresji wielokrotnej odpowiada to stosowaniu wielo-

mianu stopnia drugiego jako rdéwnania regresiji.

8.1. Charakterystyka zbioréw zmiennych wyjéciowych

Zbidér zmiennych niezaleznych zawiera zmienne charakteryzujace
uprzemysiowienie, natomiast zbidr zmiennych zaleznych zawiera
zmienne charakteryzujgce urbanizacjg gmin wojewdédztwa poznai-

skiego.
(a) Zbidr zmiennych niezaleznych (objaéniajacych):

X, - zatrudnienie w przemysle na 1000 mieszkanicédw,
X, = moc zainstalowanych maszyn i urzadzerd na 1000 mieszkancdédw,
X3 — warto$é Srodkéw trwalych na 1000 mieszkarhcédw,

X, = zatrudnienie w przemy$le na 100 km2 powierzchni bezlegnej,
Xz = moc zainstalowanych maszyn i urzadzed na 100 km2

powierzchni bezlesgnej,

Xe = warto$é $rodkéw trwalych na 100 km2 powierzchni bezleénej.
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(b) 2bidr zmiennych zaleznych (objasgnianych):

odsetek ludnos$ci utrzymujacej sie ze Zrdédek pozarolniczych,

[
1

¥y - gestos$é zaludnienia na 1 km2 powierzchni bezlesnej,
Y3 ~ przecietna liczba izb w budynku,

Yy, - odsetek mieszkan wyposazonych w wodociag,

Yg - odsetek mieszkanl wyposazonych w urzadzenia sanitarno-

kanalizacyjne.
(c) Macierz obserwacji.

W macierzy obserwacji o wymiarach 201 x 11 zestawiono wartosci
liczbowe zmiennych zbiordw (a) oraz (b).

Stanowila ona punkt wyjécia analizy kanonicznej. Majac jednak
na wzgledzie ograniczong ilo$é miejsca, w prezentowanej pracy

jej nie zamieszczono.

8.2. Wyniki analizy kanonicznej dla danych nieunormowanych

Jak wspomniano uprzednio, analize kanoniczng przeprowadzono
dla zmiennych unormowanych i nieunormowanych. Wyniki przedstawio-
no ponizej, oznaczajac przez S rezultaty uzyskane ze zmiennych
nieunormowanych i przez K rezultaty uzyskane ze zmiennych unormowanych.
Obliczenia numeryczne zostaly wykonane wediug nieopublikowanego
programu L.Konysa i S.Mejzy z Akademii Rolniczej w Poznaniu.
Poniewaz zbidr zmiennych zaleznych zawierai g=5 zmiennych,
otrzymano pieé par zmiennych kanonicznych, spos$réd ktdérych przy-
ktadowo przytacza sie dwie:

A

u1s = 0,0024x1—O,0001x2+0,0038x3-0,0003x4+0,0001x

-0,0003x

5 6
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4
|

= 0,0054y,-0,0055y,-0,0788y,+0,0013y,+0,0065y
1 2 3 4 5

S
uzs = —0,0159x1+0,0011x2-0,022Ox3+0,0001x4-0,0001x5
¥, = 0,2768y,+0,0037y,+0,0839y,+0,0164y,-0,1007y
- % 1 2 3 4 5

Ze wzgledu na duze wymiary macierzy (201 x 10) nie podano tutaj
wartoéci zmiennych kanonicznych. Natomiast  wartoéci wspdéiczynni-
kéw korelacji kanonicznych miedzy wszystkimi.parami zmiennych

kanonicznych zestawiono w tabeli 1.

TABELA 1

wartoséci wspdiczynnikéw korelacji kanonicznych

h Wspéiczynniki korelacji
Para zmiennych kanonicznych
4, . 9 0,993923
S S
A A
By v V 0,784880
s - 2a
A A
BTy 0,482510
e Yool
A A
u, , Vv 0,184584
4S 4S
A A
U , ¥ 0,152184
5S 5S

Wspdiczynniki korelacji kanonicznych stanowia cenng wskazdéw-
ke, ktdéra moze byé wykorzystana przy redukcji zbiordw zmiennych
wyjéciowych. Mozna bowiem (je$li istnieje taka potrzeba) zbiory
zmiennych wyjéciowych zastapié najsilniej skorelowanymi zmien-

nymi kanonicznymi.
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Korzystajac z zaleznosci (93) mozna uzyskaé wspéiczynniki deter-
minacji w sensie regresji wielokrotnej, ktdére informuja jaki
procent wariancji zmiennych zaleznych jest objagniany przez
zbidér zmiennych niezaleznych. Zatem relacja (93) umozliwia orien-
tacje co do tej czeéci wariancji zmiennych zaleznych, ktéra ule-
ga dalszemu podziatowi w wyniku zastosowania analizy kanonicznej.
Jest jasne, iz w przypadku niskiego stopnia wyjagniania warian-
cji zmiennej zaleznej przez zbidr zmiennych niezaleznych, dalszy
podziatl wartosci R2 nie jest zbyt sensowny. Widaé tu uzalez-
nienie wynikdéw korelacji kanonicznej od wtaéciwego doboru zmien-
nych niezaleznych. Tabela 2 zawiera wszystkie wspdiczynniki de-
terminacji.

TABELA 2

v irtcéci wspdiczynnikdéw determinacji wielokrotnej

Zmienna R2
Y4 59,5 .
Yo 98,1
¥j3 65,2
Yq4 5452
Yg 71,6

Informacji o tym, jak przebiega podzial wspdéiczynnikdéw R2, gdy

zbidr XKyreeesX zredukuje sie do pewnej liczby zmiennych kano-

P
nicznych, dostarcza macierz Q. Wiadomo, ze macierz Q mozna
wyrazié w postaci sumy s macierzy Q1,Qz,...,Qs. Zatem np.:
i-ty element przekatnej macierzy Q, okreéla w procentach cze$é

wariancji i-tej zmiennej wyjéciowej ze zbioru y wyjasniong
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przez pierwsza zmienng kanpniczna przestrzeni x-6éw, czyli u, -
Zestawienie elementdéw przekatnych macierzy Q1,02,Q3,Q4 8 QS

zawiera tabela 3.

TABELA 3
Zaséb wariancii kolejnych zmiennych urbanizacji wyjasnio-

nych w procentach przez zmienne kanoniczne uprzemystowienia.

Zmienne
zalezne
Zmienne ¥ Yy y3 ¥y y5
kanoniczne
61 ' 13,7 97,6| 47,8 | 21,3 34,6
s
4, 42,1 o,5| 16,7 | 31,8 | 36,6
s
63 3,6 0,0| 0,0 0,4 0,3
s
ﬁ4 0,0 0, 0454072 0,2 0,0
s
65 0,0 0,0 0,4 0,4 0,1
s
59,4 98,1| 65,1 | 54,1 TG
T
5l R2 2 2 a3

Natomiast informacji, w jakim stopniu wszystkie zmienne kanonicz-
ne przestrzeni x-éw, brane Yacznie, wyjasniaja sume wariancji
wszystkich zmiennych zaleznych ($lad macierzy 822), dostarcza
uogélniony wspéiczynnik determinacji wielokrotnej Ri.x okres$lo-
ny formuta (99). W tym przypadku jego wartosé wynosi 97,2%,

jest zatem bardzo wysoka i wskazuje na duza przydatnos$é zmien-

nych kanonicznych w prognozowaniu zmiennych zaleznych. Stosujac
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formute (93) mozna okre$lié jak duzy jest udzial poszczegélnych
zmiennych przestrzeni x-éw w wyjasnianiu tacznej wariancji zmien-
nych zbioru y. Trzeba jednak zauwazyé, zZe pierwsza zmienna kano-
niczna nie zawsze ma najwiekszy udziat* w tym wyjasnianiu. Odpo-
wiednie wartos$ci dotyczace analizowanego przyktadu zestawiono

w tabeli 4.

TABELA 4
Zaséb sumy wariancji zmiennych urbanizacji wyjasniony

przez poszczegélne zmienne kanoniczne uprzemysiowienia.

Zmienne 2
kanoniczne
{‘11 95,7
S
A
u 1,4
2S
A
u 0,1
35
A
u 0,0
4S
A
u 0,0
5S
97,2
z RZ
Y.X

8.2.1. Interpretacja zmiennych kanonicznych

Z praktycznego punktu widzenia bardzo wazne jest nadanie
zmiennym kanonicznym odpowiedniej interpretacji, zwiaszcza gdy
zbiory zmiennych wyj$ciowych zastepuje sie np. parg lub dwiema
parami zmiennych kanonicznych. Zmienne te bowiem moga byé nastep-

nie wykorzystywane jako zmienne dyskryminacyjne. W badaniu geo-
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graficznym odpowiada to np. wykorzystaniu zmiennych kanonicznych
do wydzielania tzw. regiondw geograficznycﬁ. W niniejszym przy-
kiadzie odpowiadaloby to wykorzystaniu ich do delimitacji obsza-
réw zurbanizowanych i uprzemyslowionych. Nie mozna jednak wy-
dziela¢ obszardéw o specyficznych wiasnos$ciach na podstawie zmien-
nych, o ktdérych nie wiadomo, w jakim stopniu charakteryzuja (opi-
suja) owe wiasnos$ci, stanowigce podstawe delimitacji.
W pracach geograficznych niektdérzy autorzy prdébowali interpreto-
waé udziat zmiennych kanonicznych w zmiennogci cech wyjéciowych
na zasadzie analogii do skladowych gidéwnych, czyli poprzez ele-
menty wektordw wlasnych (por.Gauthier H.L. [5] , Bourne L.S. i
Mourdie R.A. [3]). Niestety, nie jest to postepowanie poprawne.
W sktadowych gidéwnych bowiem, ze wzgledu na ortonormalno$é wek-
toréw wtasnych, ich elementy sktadowe wskazujg (choé sg inne
sposoby) na udziat sktadowej w zmienno$ci cech wyjéciowych. Na-
tomiast w zmiennych kanonicznych wystepuje jedynie tzw. sigma-
ortonormalnos$é, stad rozumowanie przez analogie prowadzi do nie-
porozumien.
W prezentowanym opracowaniu interpretacji zmiennych kanonicznych
dokonuje sig poprzez wspéiczynniki determinacji miedzy zmiennymi
wyjSciowymi a zmiennymi kanonicznymi. Pozwalajg one bowiem na
orientacjg odnos$nie udziau zmiennych kanonicznych w zmiennos$ci
cech wyjéciowych. Przyktadowo podaje sie tutaj interpretacje
zmiennych kanonicznych dotyczgcych urbanizacji. Potrzebne do tego
celu wspdiczynniki determinacji uzyskaé mozna w dwojaki sposdb:
(1) poprzez obliczanie wartosci zmiennych kanonicznych {0 (war-
todci Yyre+«s¥g S3 znane) i zastosowanie znanego wzoru,
(2) poprzez proste przeksztalcenie formuly (47), w wyniku ktére-

go uzyskuje sie nastepujacy wzdr:
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2 A 1 2
(101) Kor (yi,vj) = ? Kor (yi,x‘}j) "
3

Poniewaz elementy Korz(yi,ﬁj) znajdujga sie na gidéwnej przekgt-
nej macierzy Q1'°2""'Q5 (por.tabela 3), widaé stad, ze nie
jest konieczne w tym przypadku obliczanie warto$ci zmiennych
kanonicznych v. Odpowiednie wspdiczynniki determinacji miedzy
wszystkimi zmiennymi wyjéciowymi charakteryzujacymi urbanizacje

: : : : : : A A :
i dwiema zmiennymi kanonicznymi v, , vy podano w tabeli 5.

1S S
Ograniczono sie tutaj do dwdéch zmiennych kanonicznych, poniewaz
na podstawie wartosci wspdéiczynnikéw korelacji kanonicznych, ta-
bel 3 i 4 oraz formuty (101) mozna sie¢ zorientowaé, ze interpre-

tacja dalszych zmiennych kanonicznych tj. 33 ’ 04 3 35 nie ma

S S S
istotnego znaczenia.

Graficznym obrazem tabeli 5 jest ryc.1. Rzut punktu na odpowied-

nig o$ Gls lub st okredla wartos$é wspdiczynnika determinacji.
Polozenie punktu w odpowiedniej éwiartce wskazuje dodatkowo znak
wspdiczynnika korelacji obliczonego dla zmiennych wyj$ciowych i
kanonicznych. Dla jasnosci trzeba jednak dodaé, ze w analizie
kanonicznej, podobnie jak w analizie skiadowych gidéwnych, znak
wspbiczynnika korelacji miedzy zmiennymi wyj$ciowymi a zmiennymi
nowo utworzonymi nie posiada wigkszego znaczenia.

Na podstawie tabeli 5 i ryc.1 mozna zinterpretowaé zmienng kano-

nicznag 31 jako zmienng gesto$ci zaludnienia powierzchni bez-

lednej i koncentracji powierzchni mieszkaniowej. Natomiast

zmienna kanoniczng 02 - jako zmienng charakteryzujgca ludnosé
S

utrzymujaca sie ze Zrdédel pozarolniczych i wyposazenia mieszkan

w urzadzenia komunalne.



M.Krzys$sko, W.Ratajczak

50%
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E

Ryc 1. Procent wariancji zmiennych zaleznych objasnianych
przy pomocy zmiennych kanonicznych

UWAGA ! Numery punktow odpowiadajo, kolejnym zmiennym zaleznym tzn 1-Y, itd
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TABELA 5

Wspéiczynniki determinacji pomiegdzy zmiennymi urbanizacji

a dwiema zmiennymi kanonicznymi 01 i 02 -
S S

Zmienne X ]
kanoniczne v1 v,
Zmienne S o
zalezne
Y4 13,9 68,3
Y2 98,8 0,9
Y3 48,4 26 ;.1
Y 21,6 5V, 1
' Yg 35,0 59,5

Jest oczywiste, iz ze wzgledu na istniejacy (w tym przypadku)
rozktad wartoéci wspétczynnikdéw determinacji, prezentowana ir-
terpretacja jest w pewnym stopniu arbitralna. Brak jest jednak
innych, w peini obiektywnych kryteridw interpretacji a wystepu-
jacy w tym miejscu element subiektywizmu badacza jest wiadciwie
nie do unikniecia. W kazdym jednak razie, przeprowadzenie inter-
pretacji w sposéb przedstawiony powyzej, zapewnia catkowitg in-
formacje co do udziatu zmiennej kanonicznej w zmiennoéci innych
cech wyjéciowych, ktére nie stanowily podstawy interpretacji

(np. w odniesieniu do zmiennej GE sa to cechy y1,y4,y5) i sg-

dzié nalezy, ze jest to informacja bardzo cenna.
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8.2.2. Kartograficzne opracowanie wynikéw analizy kanonicznej

Delimitacji obszardéw zurbanizowanych wojewdédztwa poznanskiego

dokonano traktujac 31 i 02 jako zmienne dyskryminacyjne.

S S

Przyktadowo ryc.2 przedstawia rozkiad przestrzenny zmiennej ka-

nonicznej 01 . Obszary zakredlone najgestszym szrafem charakte-
S

ryzuja sie najsilniejszym wyksztalceniem cech urbanizacji wyra-

zonych zmienng kanonicznag 01 . Oczywiscie szraf rzadki éwiadczy

o stabym wyksztaXceniu tych cech. Wykorzystujac ryc.2 oraz den-

dryt utworzony w ukiadzie 01 5 62 (ze wzgledu na rozmiary nie
S S

zamieszczono tutaj jego graficznego obrazu), dokonano podziatu
obszaru wojewddztwa poznarskiego na obszary jednolite, rézniace
sig jednak miedzy soba stopniem wyksztalcenia cech urbanizacji.
Oznacza to, ze faktycznie dokonano regionalizacji wojewddztwa
poznariskiego ze wzgledu na urbanizacje. Wynik regionalizacji
przedstawia ryc.3.

Dla pordwnania zamieszczono takze rozkiad przestrzenny zmien-

nej kanonicznej 31 - dotyczacej uprzemysiowienia (por.ryc.4).

Pordwnanie ryc.2 oraz ryc.4 (na ryc.4 najgestszy szraf odpowiada
obszarom najsilniej uprzemyslowionym) wskazuje natychmiast na

silne wspdizalezno$ci pomiedzy urbanizacja i uprzemysiowieniem.

8.3. Wyniki analizy kanonicznej dla zmiennych unormowanych

Na podstawie wXasno$ci zmiennych kanonicznych przedstawionych
w pierwszej czesci opracowania wiadomo, Ze zmienne te sa nie-
zmiennicze wzgledem normalizacji. Stad, z wyjatkiem wartodci ze-
stawionych w tabeli 4, wszystkie wartodci zestawione w pozosta-

tych tabelach (1,2,3,5) sa identyczne z wynikami analizy kano-
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nicznej przeprowadzonej na danych znormalizowanych. Oznacza to,

ze normowanie zmiennych wyjéciowych zmienia jedynie warto$é

uogélnionego wspéiczynnika determinacji wielokrotnej Ri.x ’
2

ktéry w tym przypadku wynosi 69,8%. Wartoéé Ry ) obliczona

dla zmiennych unormowanych moze byé wyzsza lub nizsza od wartog-

2
(=5 | Ry.x

jedynie od charakteru zmiennych wyjéciowych. W tabeli 6 zesta-

obliczonej dla zmiennych nieunormowanych. Zalezy to

wiono dla pordéwnania z tabela 4 odpowiednie wartogci skladajace

2
sie na Ry.x .

TABELA 6

Zaséb sumy wariancji zmiennych urbanizacji wyjasniony

przez poszczegdlne zmienne kanoniczne uprzemysiowienia.

Zmienne 3
kanoniczne
61 43,0
k
A
u 25,6
2
A
u 0,9
3
~
u 0,1
4y
N
u 0,2
ok
69,8
1
R2
V.X

Poniewaz R; B nie wpiywa bezposrednio na interpretacje zmien-
nych kanonicznych, jest oczywiste, iz interpretacja przedstawio-
na uprzednio obowijzuje i w tym przypadku.

Identyczny jest takze obraz graficzny rozkladu przestrzennego
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zmiennych kanonicznych (ryc.2 i 3), dendryt oraz podziat woje-
wédztwa na obszary (regiony) o réznym stopniu zurbanizowania

(xyc.4)".

8.4. Wielomianowy model kanoniczny

Wiadomo, ze analiza kanoniczna jest uogélnieniem regresji
wielokrotnej, ktéra polega na poszukiwaniu wspéizalezno$ci po-
miedzy dwoma zbiorami zmiennych. Intuicja wskazuje, ze wspbtza-
leznogéci te nie zawsze daja sie przedstawié w postaci modelu 1li-
niowego pierwszego stopnia, a taki model jest faktycznie wyko-
rzystywany w teorii i praktycznym stosowaniu analizy kanonicznej.
W tym punkcie opracowania proponuje sie zatem wykorzystanie w
analizie kanonicznej modeli wielomianowych wyzszych stopni. Przy-
ktadowo rozpatrywany jest ﬁodel stopnia drugiego, odniesiony do
zbioru zmiennych niezaleznych.

Obliczenia wykonano na uprzednio sformulowanym zbiorze zmiennych,
przy czym zbidr zmiennych niezaleznych zostal nieco zmodyfikowa-
ny. Do analizy przyjeto mianowicie tylko trzy pierwsze zmienne
. XqeXy Xy spoérdéd szedéciu uprzednio wymienionych, natomiast
zbidr zmiennych zaleznych zawierail tyle samo zmiennych‘tj.
Yqrees1¥ge

Dokonano dwukrotnej analizy kanonicznej na zmiennych unormo-
wanych. Raz dla przypadku, gdy zmienne via byly wielomianami
pierwszego stopnia i dla przypadku, gdy zmienne kanoniczne 1
byly wielomianami stopnia drugiego a v pierwszego. W sensie
regresji wielokrotnej odpowiada to badaniu wspéizalezno$ci po-
miedzy zbiorem Xq1XyrXg i pojedyriczymi elementami zbioru

Yqre++1¥g Przy pomocy wielomianu stopnia drugiego, czyli
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A . A 2 A
y o R Gl 15x2 #id

+ 1ax3 + 1%y

1 i 1
+ 7x1x2 + 18x1x3 + 9x2x3 .

Ponizej w tabelach 7,8 i 9 przedstawiono wyniki uzyskane dla obu
przypadkéw oznaczajac przez I wyniki uzyskane, gdy wszystkie
zmienne kanoniczne byly wielomianami pierwszego stopnia i przez
II dla przypadku drugiego.

TABELA 7

Wartoéci wsdeczynﬁikéw korelacji kanonicznych

Para

zmiennych I R

[ DR 0,806 0,842
e 7

A A

u, v2k 0,460 0,500
k

63 ) 03 0,128 0,293
k k

8, 04 0,000 0,245
k k

Gsk 5 05 0,000 0,097

k
TABELA 8

Wartoséci wspéiczynnikdéw determinacji wielokrotnej

Zmienna R2 R2
I LT
Y, 20,1 24,8
Yq 39,9 46,0
Yu 48,9 5351
¥g 58,9 63,7
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TABELA 9
Zasdb sumy wariancji zmiennych urbanizacji wyjaénionych

przez poszczegdlne zmienne kanoniczne uprzemysiowienia

Zmienna
kanoniczna 1 i1
G1 44,1 43,2
k
ﬁz 0,8 0,6
k
~
u Qi 1.5
3
A
u - (o P §
4
A
u - Ol
N
45,0 507
b2}
2 2
Ry.x Ry.x

Wyniki zestawione w powyzszych tabelach wyraZnie potwierdzaja
przydatno$é modeli wielomianowych (rzecz jasna nie tylko drugie-
go stopnia) w analizie kanonicznej. Zwlaszcza, gdy giéwny prob-
lem badawczy sprowadzony jest do znalezienia zadawalajgcego mo-
delu predykcji elementdéw zbioru y przy pomocy elementdw zbioru
X. Nalezy jednak otwarcie zaznaczyé, ze w przypadku redukcji
zbioréw x 1lub y do zmiennych kanonicznych o postaci wielo-
mianowej, pojawié sig moga trudnodci w interpretacji zmiennych
kanonicznych zawierajgcych np. zmienne xl-xz,x14x3 itp. Nie jest
to jednak wéwczas problem sposobu interpretacji, ktéry w tym
opracowaniu przedstawiono szczegétowo lecz w ogéle sensu istnie-
nia w modelu zmiennych o takim charakterze. Wiadomo, ze jest to
problem szerszy, od dawna wystepujacy w regresji wielokrotnej,
wymagajacy odrebnego potraktowania. Dlatego tez w tym miejscu

——a

nie mégi byé szerzej dyskutowany.
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CANONICAL ANALYSIS

M.Krzy$éko, W.Ratajczak

Summary

Both the theoretical and practical aspects of canonical
correlation are presented in detail. The advantages of the
method in empirical research are underlined, especially the
reduction in dimensionality of multivariable space, and the
invariance of results with regard to input variable standardi-
zation. Special stress is placed on the interpretation of ca-
nonical variates, which is here carried out using coefficients
of determination between the input variables and the variates.
It is also shown that the composite coefficient of determina-
tion and the redudancy coefficient are identical when the
input variables are standardized. The prediction of'response
variables using canonical variates is discussed, and on this

basis the use of higher order canonical models proposed.



